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この発表では論文 [5]で得られた定理を紹介する．記号Mでコンパクト距離空間の
等長類の集合を表し，GHでグロモフ・ハウスドルフ距離を表す．距離空間 (M,GH)を
グロモフ・ハウスドルフ空間と呼ぶことにする．記号Qでヒルベルト立方体 [0, 1]N を
表すことにする．論文 [3]で筆者は離散空間ではない距離化可能空間上の距離関数の空
間の中で二倍性質と一様不連結性を満たさないような距離関数の分布を決定した．論
文 [4]ではコンパクト距離化可能空間上の距離関数の空間の中で二倍性質，一様不連結
性，そして一様完全性を満たすかもしくは満たさないような距離関数の分布を決定し
た．これら三つの性質はDavid–Semmesの定理 [1]に現れる性質である．この発表では
まず最初に上で述べた結果の発展として，グロモフ・ハウスドルフ空間の中でのこれ
ら三つの性質の位相的分布を述べる．次にグロモフ・ハウスドルフ空間の中の，ヒル
ベルト立方体で連続的にパラメーター付けされた分岐測地線であって，上で挙げた三
つの性質のいくつかを満たす空間の集合を通るかもしくは避けるようなもの，そして
次元が無限大になる空間の集合を通るものを構成する．この構成法によって，Mには
ヒルベルト立方体が埋め込めることがわかる．これらの結果の応用として，上で挙げ
た集合が測地空間になり，無限大の位相次元を持つことがわかる．
記号D, UD，そしてUPでそれぞれMの中の二倍性質，一様不連結性，そして一様
完全性を満たす空間の集合を表すことにする．位相空間の部分集合が疎であるとはそ
の閉包の内部が空であるときにいい，部分集合が第一類集合であるとは可算個の疎な
集合の和集合で表されるときに言う．
定理 1 ([5]). 集合D, UD，UP は (M,GH)の中で稠密Fσで第一類集合である．
距離空間 (X, d) と距離空間に関する性質P に対して (X, d)が性質P を満たすなら
ばTP(X, d) = 1とし，そうでなければTP(X, d) = 0 と定義する．
定理 2 ([5]). (u, v, w) ∈ {0, 1, 2}3とする．このとき以下が成り立つ．
(1) もし{u, v, w} \ {2} = {1} ならばX(u, v, w)は稠密Fσである．
(2) もし{u, v, w} \ {2} = {0} ならばX(u, v, w)は稠密Gδである．
(3) もし{u, v, w} \ {2} = {0, 1} ならばX(u, v, w)は稠密でありFσδでGδσである．

距離空間 (X, d)に対して写像 γ : [0, 1] → X が x, y ∈ X を結ぶ測地線であるとは
γ(0) = xで γ(1) = yであり任意の s, t ∈ [0, 1]について d(γ(s), γ(t)) = |s − t|d(x, y) が
成り立つときにいう．
定義 1 ([5]). Aを [0, 1]の閉集合とし，(X, d), (Y, e) ∈ Mとする．このとき連続写像
F : [0, 1] ×Q → M が (X, d)から (Y, e)へのA-分岐測地束であるとは以下の条件が満
たされるときにいう．
(1) 任意の q ∈ QについてF (0, q) = (X, d)とF (1, q) = (Y, e)を満たす．
(2) 任意の s ∈ Aと任意の q, r ∈ QについてF (s, q) = F (s, r)である．
(3) 任意の q ∈ QについてFq(s) = F (s, q)によって定義される写像Fq : [0, 1] → Mは
測地線である．
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(4) 任意の (s, q), (t, r) ∈ ([0, 1]\A)×Q についてもしも (s, q) ̸= (t, r)ならばF (s, q) ̸=
F (t, r)である．

定理 3 ([5]). (u, v, w) ∈ {0, 1, 2}3とし，(X, d), (Y, e) ∈ X(u, v, w)とする．さらにAを
[0, 1]の閉部分集合とする．このとき，(X, d)から(Y, e)へのA-分岐測地束F : [0, 1]×Q →
X(u, v, w)が存在する．
定理 3の証明では筆者の論文 [2] で得られた totally exotic type を持つCantor 空間
の存在が重要な役割を果たしている．無限次元距離空間のなす空間について考察した．
写像D : M → [0,∞]が次元関数であるとは以下の二つの条件を満たすときにいう．
(1) 任意の (X, d) ∈ Mと任意のXの閉集合Aに対してD(A, d) ≤ D(X, d)を満たす．
(2) 任意の ϵ ∈ (0,∞) に対してコンパクト距離空間 (Y, e) が存在してD(Y, e) = ∞ と

δe(Y ) ≤ ϵ を満たす．
例えば位相次元，Hausodrff次元，上箱次元，下箱次元，パッキング次元，Assouad次元
は次元関数である．次元関数Dに対してI(D)によってD(X, d) = ∞となる (X, d) ∈ M

全体の集合を表すことにする．次元関数の定義より I(D) ̸= ∅である．定理 3の証明を
応用することにより以下の定理を得る．
定理 4 ([5]). Dを次元関数とし，(X, d), (Y, e) ∈ I(D)とする．このとき, (X, d)から
(Y, e)へのA-分岐測地束F : [0, 1]×Q → I(D) が存在する．
空間Qが連続体濃度を持つことと，定理 3, 4から次の定理 5, 6, 7がわかる．
定理 5 ([5]). SをX(u, v, w)かもしくは I(D)とする．このとき任意の (X, d), (Y, e) ∈ S

についてS内を通る (X, d)から (Y, e)への測地線がちょうど連続体濃度個存在する．
定理 6 ([5]). SをX(u, v, w)かもしくは I(D)とする．このとき任意の (X, d), (Y, e) ∈ S

についてQからSへの位相的埋め込みであって，その像が (X, d)と (Y, e)を含んでいる
ものが存在する．特にSは無限大の位相次元を持つ．
定理 7 ([5]). SをX(u, v, w)かもしくは I(D)とし，OをMの空でない開集合とする．
このときS ∩Oは無限大の位相次元を持つ．
任意の可分距離空間はQに位相的に埋め込めるので定理 6から次がわかる．

定理 8 ([5]). SをX(u, v, w)かもしくは I(D)とする．このとき任意の可分距離空間はS

に位相的に埋め込むことができる．
一方で任意の可分距離空間が (M,GH)に等長に埋め込めるかは未解明であり，有限

距離空間ならばそれができることが知られているのみである．
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