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距離化可能空間Xに対して，記号M(X)でX上の距離関数で，Xと同じ位相を生成
するもの全体を表すことにする．二つの距離 d, e ∈ M(X)に対して，∞の値も許した
距離DX(d, e) = supx,y∈X |d(x, y) − e(x, y)|を導入することにより，M(X)にも距離空
間の構造が入る．以下ではM(X)にはDXによって生成される位相が備わっていると
考える．NiemytzkiとTychonoff [7]は1928年に距離化可能空間Xがコンパクトである
ことと，M(X)の元がすべて完備距離であることは同値である．筆者はこの定理の超
距離空間版を [5]で証明しており，DovgosheyとShcherbak[2]も超距離化可能空間に対
して全有界性を用いたコンパクト性の特徴付けを証明している．このような距離化可
能空間の性質を土台の空間の位相的性質を結びつける定理を発展させたものを [6]で複
数証明したのでここに紹介する．本稿でただ単に 0次元もしくは有限次元と言ったら
被覆次元がそれぞれ 0次元，有限次元という意味である．まずLipschitz関数に関する
MacShane–Whitneyの拡張定理を用いて，有限次元性に関する以下の定理を証明した．
定理 1 ([6]). Xを有限次元コンパクト距離化可能空間とする．記号Qで d ∈ M(X)で
あって (X, d) が ℓ∞ノルムを備えた有限次元ユークリッド空間に等長埋め込みできるも
の全体の集合を表すことにする．このときQは (M(X),DX)の中で稠密である．
以下に述べるものが有限次元性，0次元性をそれぞれ二倍性質，一様不連結性で特徴
付けた定理である．定理 2の証明には定理 1 を用いる．
定理 2 ([6]). 距離化可能空間Xが有限次元でコンパクトであることと，二倍性質を満
たす距離関数の集合がM(X) のなかで稠密Fσであることは同値である．
定理 3 ([6]). 距離化可能空間Xが 0次元でコンパクトであることと一様不連結な距離
関数の集合がM(X) のなかで稠密Fσ であることは同値である．
集合X上の距離関数 d : X2 → [0,∞)が超距離関数，もしくは非アルキメデス的距
離関数であるとは，任意のx, y, z ∈ Xに対して強三角不等式と呼ばれる以下の不等式
d(x, y) ≤ d(x, z)∨ d(z, y) を満たすときにいう．ここで，∨はRにおけるmax演算子と
する．集合Sが値集合であるとはS ⊂ [0,∞)と0 ∈ Sを満たすときにいう．距離関数d

がS-値であるとは d(X2) ⊂ Sを満たすときにいう．集合XとX上のS-値超距離関数
の対 (X, d)をS-値超距離空間と呼ぶ．位相空間Xに対してUM(X,S)で，Xと同じ位
相を生成するX上のS-値超距離関数全体を表すことにする．d, e ∈ UM(X,S)に対し
て，UDS

X(d, e)を，任意のx, y ∈ Xに対してd(x, y) ≤ e(x, y)∨ ϵと e(x, y) ≤ d(x, y)∨ ϵ

を満たす ϵ ∈ [0,∞]の下限として定義する．このとき UDS
X : UM(X,S)2 → [0,∞]は

CL(S)∪{∞}に値をとる超距離関数となる．超距離関数の空間は論文 [5]で導入された．
値集合Sが可算共始数を持つとはS内の0でない点列で0に収束するものが存在する
ときにいう．定理2の超距離版として以下を証明した．
定理 4 ([6]). Sを可算共始数を持つ値集合とする．Xを超距離化可能空間とする．こ
のときXがコンパクトであることと二倍性質を満たす距離関数の集合がUM(X,S) の
なかで稠密Fσであることは同値である．
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DavidとSemmesはコンパクト距離空間が二倍性質，一様不連結性，一様完全性の三
つの性質を満たすならばその空間は標準的なカントール集合に擬対称同型であること
を証明した．二倍声質と一様不連結性は [4] で定義された伝播性質の例になっており，
上で述べた定理の証明では一部 [4]の議論を用いている．
一方で，一様完全性は伝播性質ではなく，[4]の理論を流用できないが，その位相分
布について調査した．以下ではΓでカントール集合を表す．
定理 5 ([6]). 以下の主張が成り立つ．
(1) 一様完全な距離関数の集合はM(Γ)のなかで稠密Fσである．
(2) 一様完全でない距離関数の集合はM(Γ) のなかで稠密Gδである．
値集合Sが指数的であるとは，{sn}n∈N ⊂ S と a ∈ (0, 1)とM ∈ (1,∞) が存在して

M−1an ≤ sn ≤ Man が成り立つことである．定理5 の超距離版として以下を証明した．
定理 6 ([6]). Sを値集合とする．このときこのとき以下が成り立つ．
(1) Sが指数的であることと，一様完全な距離関数の集合がUM(Γ, S) のなかで稠密

Fσであることは同値である．
(2) 一様完全でない距離関数の全体はUM(X,S) のなかで稠密Gδである．
距離空間 (X, d) と距離空間に関する性質 P に対して (X, d)が性質 P を満たすな
らば TP(X, d) = 1とし，そうでなければ TP(X, d) = 0 と定義する．そして任意の
(u, v, w) ∈ {0, 1}3について

E(u, v, w) = { d ∈ M(Γ) | TD(Γ, d) = u, TUD(Γ, d) = v, TUP (Γ, d) = w }.
と定義する．論文 [3]ではDavid–Semmesの定理の仮定を満たさない距離の擬対称同型
類の濃度を決定した．論文 [6]ではそのような距離の集合の位相的分布を決定した．
定理 7 ([6]). 以下の三つの主張が成り立つ．
(1) 集合E(1, 1, 1) はM(Γ) のなかで稠密Fσである．
(2) 集合E(0, 0, 0) はM(Γ) のなかで稠密Gδ である．
(3) (1, 1, 1)とも (0, 0, 0)とも異なる任意の (u, v, w) ∈ {0, 1}3 に対して集合E(u, v, w)

はM(Γ)のなかで稠密で，さらにGδσでありなおかつFσδである．
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