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この発表では筆者のプレプリント [2]で得られた結果を紹介する．位相空間M の部分
集合S がcomeager であるとは稠密開集合の可算族{Gi}i∈Z≥0

が存在して∩
i∈Z≥0

Gi ⊆
S となることである．そして位相空間M がベール空間であるとはM の任意のcomeager

な部分集合がM のなかで稠密であるときにいう．この comeager という概念は測度論
における「零集合の補集合」の位相的な類似であり，ベール空間とはその comeager 集
合がうまく機能する空間のことである．特に完備距離化可能空間はベールである．
筆者は今まで，距離化可能空間X に対してX 上の距離関数全体の空間Met(X) に
上限距離DX を備えた空間 (Met(X),DX) を研究してきた．この空間の位相は一様収
束の位相である．この空間 (Met(X),DX) はX 上の距離関数全体のワイルドなモジュ
ライ空間とみなすことができ，この空間の位相的構造はどのような幾何学がX 上に展
開可能であるのかという情報を反映している．特に，筆者は距離空間に関する性質P
について集合 { d ∈ Met(X) | (X, d)は性質P } がMet(X) のなかで稠密であるかどう
か，comeagerであるかどうかを研究してきた．例えば，(X, d) のAssouad次元という
フラクタルな次元が∞ であるようなd 全体はMet(X) のなかで comeager であること
を証明した ([1])．このような comeager 集合がMet(X) のなかでうまく機能するため
に，Met(X) はベールであることが望ましい．そのためのXに関する十分条件が部分
的に知られていた．はじめに筆者は，Xが第二可算な局所コンパクトハウスドルフ空
間であればMet(X) が完備距離化可能であることを示した ([1, Lemma 5.1])．次いで越
野克久氏は [3, Proposition3] において，より強い結果として，X がσ コンパクトかつ
距離化可能という仮定だけでMet(X) が完備距離化可能であることを証明した．完備
距離化可能であればベールなので，これらはMet(X) のベール性に関する定理でもあ
る．今回は主定理の一つとして，最も一般的に，X が距離化可能であればMet(X) が
ベールであることを証明した．この結果を契機として，距離関数のモジュライ空間と
いうワイルドな空間を対象とした理論の発展，あるいは誕生を期待したい．
補助的にCPM(X)でX 上の連続な擬距離関数全体を表し，上限距離DX を備えてい
ると考える．空間 (Met(X),DX) は (CPM(X),DX) の部分空間でありさらに稠密であ
る．今回の研究の核心は，X の開被覆から誘導されるCPM(X) の特別な開集合を見出
したところにある．位相空間X とその開被覆C に対して記号L(C) でd ∈ CPM(X) で
あって，d がC に対する正のルベーグ数を持つもの全体の集合を表す．つまりd ∈ L(C)
であることと，ある r ∈ (0,∞) が存在して{U(x, r; d)}x∈X がC を細分することは同値
である．ここでU(x, r; d) は開球である．まず最初に筆者は以下の定理を証明した．
定理 1. X をパラコンパクトハウスドルフ空間とし，C をX の開被覆とする．このと
き集合L(C) はCPM(X) の稠密開集合である．
この定理を基本として，CPM(X) の comeagerな部分集合をいくつか生成した．距
離関数w ∈ CPM(X) に対して I(w) という記号で d ∈ CPM(X) であって，恒等写像
1X : (X, d) → (X,w) が一様連続になるもの全体の集合を表す．このとき以下の定理を
証明した．この定理は [3, Proposition3] の証明と類似点があり興味深い．
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定理 2. X を距離化可能空間とし，w ∈ CPM(X) を固定する．このとき I(w) は
CPM(X) のなかで comeager である．
この定理2 の応用として，タイトルで述べられている定理を証明した．
定理 3. X を距離化可能空間とする．空間(CPM(X),DX)の部分集合Met(X)はcomea-

gerである．特に距離空間 (Met(X),DX) はベールである．
さらに応用として，X が完備距離化可能空間である場合にはMet(X) の要素は (位
相的な意味で)ほとんど全て完備距離であるということを証明した．
定理 4. X は完備距離化可能空間とする．このとき Comp(X) は CPM(X) のなかで
comeagerである．よってComp(X) はMet(X) のなかでも comeager である．
また筆者は上で述べた四つの定理の非アルキメデス的類似も証明した．記号の詳細
な説明は省略するが，おおよそ非アルキメデス的類似を得るためには数学的概念に「ウ
ルトラ」や「非アルキメデス的」をつけると大まかにはうまくいく．
定理 5. R を値域集合，X をウルトラパラコンパクトハウスドルフ空間とし，C をX の
開被覆とする．このとき集合UL(C;R) は (

UCPM(X,R),UDR
X

) の稠密開集合である．
定理 6. R を値域集合でX を距離化可能空間とし，w ∈ CPM(X) を固定する．この
ときUI(w,R) はUCPM(X,R) のなかで comeagerである．
定理 7. R を値域集合，X を距離化可能空間とする．このとき(

UCPM(X,R),UDR
X

)の
部分集合UMet(X;R) は comeagerである．特に (UMet(X;R),UDR

X) はベールである．
定理 8. R を値域集合とし，X は完備距離化可能空間とする．このときUComp(X;R)

はUCPM(X,R) のなかで comeagerである．よってUComp(X;R) はUMet(X;R) の
なかでも comeager である．
本研究と，冒頭で述べた筆者の先行研究，そして同じく冒頭で述べた越野氏の先行
研究から「Xが σコンパクトであることとMet(X)が完備距離化可能であることが同
値である」という自然な予想が現れる ([2]のプレプリント第一版を参照のこと)．プレ
プリント [4]において，越野氏は，X とMet(X) の絶対ボレル階層の相補的な対応関係
を証明し，その系として，上で述べた予想を肯定的に解決した．完備距離化可能と絶
対Gδ は距離化可能空間の上では同値であることに注意されたい．これらのことにまつ
わる以下の問題を提示することで文章の締めにする．
問題 1. 距離化可能空間X についてMet(X) はCPM(X) のなかで常にボレル集合で
あるか？それが成り立つ場合，Met(X) のボレル階層は何であるか？
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