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距離空間の擬対称性の概念は, 測度距離空間上の幾何解析 (例えば [2, 5]を参照)や共
形次元論 (例えば [4]を参照)など様々な分野において, 重要な応用を提供している. 同
相写像η : [0,∞) → [0,∞)に対して, 距離空間の間の同相写像f : X → Y がη-擬対称で
あるとは, 任意の t ∈ [0,∞)と任意の x, y, z ∈ Xに対して dX(x, y) ≤ tdX(x, z)である
ならば dY (f(x), f(y)) ≤ η(t)dY (f(x), f(z))を満たすときに言う. ここで, dXはXの距
離を表し, dY はY の距離を表す. 距離空間の間の同相写像が, あるηについてη-擬対称
であるとき, 単に擬対称であると言う. 二つの距離空間の間に擬対称写像が存在すると
きにそれらの距離空間は擬対称同値であると言う. 擬対称写像の逆写像も擬対称であ
り, 二つの擬対称写像の合成は擬対称である. よって擬対称同値性は距離空間の間の同
値関係になっている.

本稿では次の三つの擬対称不変性質に注目する. すなわち, 二倍性質, 一様不連結性,

そして一様完全性である. DavidとSemmesは [1]において, コンパクト距離空間 (X, d)

が二倍性質, 一様不連続性, 一様完全性の三つすべてを満たすならば, (X, d)は三進カン
トール集合と擬対称同値であるという一意化定理を示した. 一般に, 三進カントール集
合と同相な距離空間をカントール距離空間という. 筆者は [3]において, 三進カントー
ル集合と擬対称同値ではないカントール距離空間は存在するのか, また存在するのであ
れば, どの程度に豊富に存在するのか, という一意化定理を補完する研究成果を得た.

研究成果を述べる前に記号の準備をする. 距離空間 (X, d)が性質P を満たすときに
TP (X, d) = 1と表し, そうでない場合TP (X, d) = 0とする. つまりTP (X, d)は (X, d)が
性質Pを満たすかどうかの真理値を表している. 三つ組 (u, v, w) ∈ {0, 1}3に対して, 距
離空間 (X, d)が (u, v, w)型であるとは,

TD(X, d) = u, TUD(X, d) = v, TUP (X, d) = w

を満たすときに言う. ここで, Dは二倍性質, UDは一様不連続性, UPは一様完全性を
表す. カントール距離空間がスタンダードであるとは, それが (1, 1, 1)型を持つときに
言い, そうでないときエキゾチックと言う. 三進カントール集合はスタンダードである.

距離空間 (X, d)の擬対称同値類を G(X, d)で表し, 距離空間 (X, d)の共形ゲージと
呼ぶ. 距離空間に対する共形ゲージは, 共形次元論における基本概念である. 三つ組
(u, v, w) ∈ {0, 1}3に対して, 共形ゲージからなるクラスM(u, v, w)を

M(u, v, w) = { G(X, d) | (X, d)は (u, v, w)型のカントール距離空間である}

で定める. 先に述べたDavid-Semmesの一意化定理 ([1])によれば, M(1, 1, 1)は一元集
合である. このこととは対照的に, 主な研究成果として, 次の定理を証明した.

定理 1 ([3]). (1, 1, 1)ではないすべての (u, v, w) ∈ {0, 1}3に対して,

card (M(u, v, w)) = 2ℵ0

が成り立つ. ここで cardは濃度を表す.
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定理1は, David-Semmesの一意化定理 ([1])を補完しており,スタンダードなカントー
ル空間が特別であることを主張する. すなわち, (1, 1, 1)型以外の各型については, スタ
ンダードな場合とは異なり, 各型について擬対称同値でないカントール距離空間が連続
体濃度個存在する.

距離空間に関する性質Pと距離空間 (X, d)に対して, その任意の近傍が性質Pを満た
さないようなXの点全体をSP (X, d)で表す. 一般に, 距離空間の性質P が擬対称不変
であるとは, 二つの距離空間 (X, d)と (Y, e)が擬対称同値で, (X, d)が性質P を満たす
ならば (Y, e)も性質P を満たすときに言う. もしもP が擬対称不変性質であるならば,

SPは擬対称不変になっている. つまり, (X, d)と (Y, e)が擬対称同値ならばSP (X, d)と
SP (Y, e)もそうである. すなわち, この SP (X, d)は距離空間に値をとる不変量である.

定理1の証明の要点の一つは. この不変量が連続体濃度個の異なる値をとるように空間
の族を構成することである.

二つ目の研究成果を紹介する. エキゾチックな型 (u, v, w)に対して, 距離空間 (X, d)

が全エキゾチックな (u, v, w)型を持つとは, (X, d)が (u, v, w)型を持ち, TP (X, d) = 0

を満たすP ∈ {D,UD,UP}に対してSP (X, d) = Xであるときに言う. つまり、各点
の任意の近傍が性質P を満たさないということである. 全エキゾチック性に関して以
下の定理を得た.

定理 2 ([3]). 任意のエキゾチックな型 (u, v, w)に対して, 全エキゾチックな (u, v, w)型
を持つカントール距離空間が存在する.

定理2は定理1とは異なる形でエキゾチックなカントール距離空間の豊富さを主張し
ている.

距離空間 (X, d)に対して, そのハウスドルフ次元をdimH(X, d)で表し, アソー次元を
dimA(X, d)で表す. 一般に, アソー次元 dimAはハウスドルフ次元 dimH以上であるこ
とに注意する.

今回の研究で導入した概念を組み合わせることにより, 与えられた２つの非負拡張実
数をそれぞれハウスドルフ次元, アソー次元として持つ距離空間の構成に成功した.

定理 3 ([3]). 任意の組 (a, b) ∈ [0,∞]2がa ≤ bを満たすとする. このときカントール距
離空間 (X, d)が存在してdimH(X, d) = aおよびdimA(X, d) = b が成り立つ.
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