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集合X上の距離関数d : X2 → [0,∞)が超距離関数，もしくは非アルキメデス的距離
関数であるとは，任意のx, y, z ∈ Xに対して強三角不等式と呼ばれる以下の不等式

d(x, y) ≤ d(x, z) ∨ d(z, y)

を満たすときにいう．ここで，∨はRにおけるmax演算子とする．集合Sが値集合である
とはS ⊂ [0,∞)と0 ∈ Sを満たすときにいう．距離関数dがS-値であるとはd(X2) ⊂ S

を満たすときにいう．集合XとX上のS-値超距離関数の対 (X, d)をS-値超距離空間と
呼ぶ．超距離関数は通常の距離関数の0次元的な類似物と考えることができ，距離関数
に対する命題の超距離関数版が成り立つことが期待され，証明が試みられている．筆
者は以下の五つの定理に対する超距離空間版を証明した．すなわち，Arens–Eellsの閉
等長埋め込み定理，Hausdorffの距離関数の拡張定理，Niemytzki–Tychonoffの完備距
離を用いたコンパクト性の特徴付け，そして筆者 [?]による距離関数族の補間定理と距
離関数の空間の稠密Gδ集合に関する定理である．
可換環Rに対して，V をR-加群とする．このとき関数 ∥ ∗ ∥ : V → [0,∞) がV 上の
超ノルムであるとは以下の三つの条件を満たすときにいう．

1. ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0;

2. 任意のx ∈ V について ∥ − x∥ = ∥x∥を満たす;

3. 任意の x, y ∈ V について∥x+ y∥ ≤ ∥x∥ ∨ ∥y∥を満たす.

この場合R-加群V とV 上の超ノルム∥∗∥の対 (V, ∥∗∥)を超ノルム付きR-加群と呼ぶ．
以下の定理は距離空間に対するArens–Eellsの埋め込み定理の超距離空間版である．
定理 1 ([?]). Sを二点以上点を持つ値集合とし，Rを整域であるとし，また (X, d)を
S-値超距離空間とする．このとき，S-値超ノルム付きR-加群 (V, ∥ ∗ ∥)と等長埋め込
み I : X → V が存在して以下を満たす．
(1) I(X) は (V, ∥ ∗ ∥)の閉集合である;

(2) I(X)はV のR-線型独立集合である.

さらに (X, d)が完備ならば，空間 (V, ∥ ∗ ∥)を完備なものとして選べる．
位相空間Xに対してUM(X,S)で，Xと同じ位相を生成するX上のS-値超距離関数
全体を表すことにする．d, e ∈ UM(X,S)に対して，UDS

X(d, e)を，任意のx, y ∈ Xに
対してd(x, y) ≤ e(x, y)∨ ϵと e(x, y) ≤ d(x, y)∨ ϵを満たす ϵ ∈ [0,∞]の下限として定義
する．このときUDS

X : UM(X,S)2 → [0,∞]はCL(S) ∪ {∞}に値をとる超距離関数と
なる．また，UM(X,S)が空でないとき，XをS-値超距離化可能であるという．
Hausdorffは距離化可能空間の任意の閉集合上の任意の距離関数は全体空間に距離関
数として拡張できることを証明した．上で述べた等長埋め込み定理??を用いてHausdorff

の拡張定理の超距離関数版である以下の定理が証明できる．
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定理 2 ([?]). Sを値集合として，XをS-値超距離化可能な空間とし，AをXの閉集合と
する．このとき任意のd ∈ UM(A, S)に対してD ∈ UM(X,S)が存在して，D|A2 = eを
満たす．さらにXが完備距離化可能で eが完備ならば，Dを完備なものとして選べる．
Hausdorffは自身の拡張定理を用いて，Niemytzki–Tychonoffによる距離関数の完備
性を用いたコンパクト性の特徴付け定理の簡単な証明を与えた．Hausdorffの方法を
もとにし，定理??を用いて以下のNiemytzki–Tychonoffの定理の超距離関数版を証明
した．
値集合Sが可算共始数を持つとは，S内の 0でない狭義の単調減少数列 {ri}i∈Nが存
在して limi→∞ ri = 0を満たすときにいう．
定理 3 ([?]). Sを可算共始数を持つ値集合とし，XをS-値超距離化可能な位相空間と
する．このときXがコンパクトであることと，UM(X,S)の元がすべて完備距離であ
ることは同値である．
実数C ∈ [1,∞)に対して，値集合SがC-準完備であるとは， Sの任意の有界部分集
合Eに対して，s ∈ Sが存在して，supE ≤ s ≤ C · supEを満たすときにいう．また，
値集合について，あるC ∈ [1,∞)が存在してC-準完備になるとき，その値集合を単に
準完備と呼ぶことにする．以下の定理は筆者が証明した距離化可能空間の疎な閉集合
族上の距離関数族に対する補間定理の超距離関数版である．
定理 4 ([?]). C ∈ [1,∞)とし，SをC-準完備な値集合とする．XをS-値超距離化可能
とし，{Ai}i∈I をXの閉集合からなる疎な空でない族とする．そしてd ∈ UM(X,S)と
し，{ei}i∈Iを各 i ∈ Iについて ei ∈ UM(Ai, S) を満たす距離関数の族とする．このと
きm ∈ UM(X,S)が存在して以下を満たす．

(1) 任意の i ∈ Iについてm|S2
i
= eiである;

(2) supi∈I UDS
Ai
(ei, d|A2

i
) ≤ UDS

X(m, d) ≤ C · supi∈I UDS
Ai
(ei, d|A2

i
)．

さらにXが完備で，各 eiが完備距離ならば，mを完備距離として選ぶことができる．
筆者は [?]において伝播性質という，空間の有限集合を用いて定義される幾何学性質
を導入した．伝播性質は伝播径数と呼ばれる六つ組によって決定される．例えば二倍性
質やグロモフ双曲性は異なる伝播径数によって定義される伝播性質である．論文 [?]に
おいて，筆者は伝播性質が特異的な伝播径数で定義されている場合には，その伝播性質
を満たさない距離の集合は距離関数の空間の中で稠密Gδ集合を形成することを証明し
た．論文 [?]で，筆者は値集合Sに対して，S-超特異的という条件を新たに導入し，先
に述べた稠密Gδ定理の超距離関数の空間に対する類似物を定理??を用いて証明した．
定理 5 ([?]). Sを可算共始数を持つ準完備値集合とする．S-値超距離化可能空間Xは
離散空間ではないとし，伝播径数GはS-超特異的であるとする．このとき集合

{d ∈ UM(X,S) | (X, d)はG伝播性質を満たさない}

は位相空間UM(X,S)の中で稠密Gδ集合である．
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