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Assouad[1, 2, 3]は距離空間のユークリッド空間への双リプシッツ埋め込み可能性と関
連する距離空間の幾何学次元を導入し研究した．これは今日ではAssouad次元と呼ばれ
ている．一般にAssouad次元を下から評価することは困難である．MackayとTyson[6]は
距離空間のAssouad次元を彼らが定義する意味での接錐のAssouad次元によって下から
評価できることを証明した．つまりWを距離空間Xの接錐として，dimAW ≤ dimAX

が成り立つ．ここでdimAはAssouad次元を表す．本講演では，接錐や漸近錐の一般化
と見なせる，距離空間の擬錐という概念を導入する．正の実数hと距離空間Xに対し
て，(X, hdX)という距離空間をhXで表す．

定義 0.1. X を距離空間とし，{Ai}i∈NをX の部分集合の列とし，さらに {ui}i∈Nを
(0,∞)内の点列とする．距離空間Pが ({Ai}i∈N, {ui}i∈N)で近似されるXの擬錐である
とは limi→∞ dGH(uiAi, P ) = 0となるときにいう．ここで，dGHはGromov–Hausdorff

距離である．

例えば，距離空間の接錐あるいは漸近錐の，基点を中心にした閉球は擬錐になる．
距離空間Xに対して，Xの擬錐全体から成るクラスをPC(X)で表す．擬錐の概念を
導入することにより，Assouad次元のMackay–Tyson評価を一般化することができた．

定理 1. Xを距離空間とする．このとき任意のP ∈ PC(X)について，

dimA P ≤ dimA X.

距離空間に対するウルトラリミットの概念は，距離空間列の (Gromov–Hausdorff)

極限空間のように振る舞う空間を作り出す方法である．U を N上の非単項超フィル
ターとする．基点つき距離空間の列{(Xi, pi)}i∈Nに対して，limU(Xi, pi)でUに関する
{(Xi, pi)}∈Nのウルトラリミットを表すことにする．ウルトラリミットは常に存在する．
ウルトラリミットを用いても，Assouad次元の評価をすることができる．

定理 2. Xを距離空間とする．{Ai}i∈NをXの部分集合の列とし，{ui}i ∈ Nを (0,∞)

内の列とする．各 i ∈ Nごとに点ai ∈ Ai をとる．このときN上の任意の非単項超フィ
ルターUに対して

dimA(lim
U
(uiAi, ai)) ≤ dimAX.

共形次元論において，共形Assouad次元は擬対称写像の不変量のひとつとして研究
されている ([6]を参照)．一般に共形Assouad次元の正確な値を求めることは非常に困
難である．講演者はコンパクト集合列で近似される擬錐の共形Assouad次元で元の距
離空間のそれをしたから評価できることも証明した．
距離空間Xに対して，Xのコンパクト部分集合列{Ai}i∈Nと (0,∞)内の列{ui}i∈Nで
近似されるXの擬錐全体から成るクラスをKPC(X)で表す．

定理 3. Xを距離空間とする．このとき任意のP ∈ KPC(X)に対して

CdimA P ≤ CdimA X
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である．ここでCdimAは共形Assouad次元を表す．

距離空間Xが (ω0 + 1)-距離空間であるとは，Xが位相空間として，可算離散位相空
間の一点コンパクト化に同相であるときにいう．
講演者はあらゆるコンパクト距離空間を擬錐として含む(ω0+1)-距離空間を構成した．

定理 4. (ω0 +1)-距離空間Xが存在して，PC(X)は全てのコンパクト距離空間を含む．

距離空間が弧長空間であるとは，その空間の 2点間の距離が，それらを結ぶ曲線の
長さの下限に一致するときにいう．また，距離空間が固有であるとは，その空間の任
意の有界閉集合がコンパクトになるときにいう．
定理 4と同様にして，あらゆる固有弧長空間を接錐，あるいは漸近錐として含む距
離空間を構成した．

定理 5. (ω0 + 1)-距離空間Xが存在して，任意の基点付き固有弧長空間はXの接錐に
なる．

定理 6. 可算固有距離空間Xが存在して，任意の基点付き固有弧長空間はXの漸近錐
になる．

定理 4，5そして 6で述べられた距離空間は，定理 1の位相次元や，ハウスドルフ次
元，もしくは共形ハウスドルフ次元に対するアナロジーが成り立たないことを示す例
である．実際，ω0 + 1-距離空間や可算距離空間の位相次元，ハウスドルフ次元，共形
ハウスドルフ次元は全て 0になるが，対してこれらの次元が無限大になるようなコン
パクト距離空間や，固有弧長空間が存在するからである．
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