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FraserとYu [2]は，数論的な観点から，N次元Euclid空間RNの部分空間がAssouad

次元Nを持つための特徴付けを与えた．すなわち，RNの任意の部分距離空間F に対
して，以下の六つの条件は同値であるであることを証明した．
(1) Fは漸近的に任意に大きな等差パッチ（等差数列の高次元版）を含む．
(2) Fは漸近的Steinhaus性質を満たす．
(3) dimA F = Nである．ここで dimAはAssouad次元を表す．
(4) CdimA F = Nである．ここで CdimAは共形Assouad次元を表す．
(5) Fは内点がある接錐を持つ．
(6) RNの標準単位閉球B(0, 1)はFの接錐である．
筆者 [4]は，タイリング空間という距離空間を導入し，Fraser–Yuの特徴付け定理をタ
イリング空間に対して一般化した．タイリング空間のクラスは，Euclid空間や，Cantor
集合，そして様々なフラクタルを含む．
最初にタイリング空間の定義を述べる．以下では，距離空間Xに対してcov(X)でX

の被覆全体からなる集合を表す．また，Xの部分集合Aに対して δ(A)でAの直径を表
す．点x ∈ Xと正の実数 rに対してU(x, r)でxを中心とする半径 rの開球を表す．そ
して，正の実数hと距離空間 (X, dX)に対して，hXで距離空間 (X, hdX)を表す．

定義 1 ([4]). Xを距離空間，PをNもしくはZからcov(X)への写像とする．記号Pnで
nでのP の値を表し，dom(P )でP の定義域を表す．自然数N ∈ N≥2と実数 s ∈ (0, 1)

に対し, 組 (X,P )が (N, s)-タイリング空間であるとは以下を満たすときにいう．

(S1) 任意の n,m ∈ dom(P ) が n < m を満たすとき，任意の A ∈ Pn に対して，
card([A]m−n) = Nm−n と A =

∪
[A]m−n が成り立つ．ここで cardは濃度を表

し， [A]m−n = {T ∈ Pm | T ⊂ A }である．
(S2) 任意のn ∈ dom(P )と任意のA,B ∈ Pnに対して，m ∈ dom(P )とC ∈ Pmが存

在してA ∪B ⊂ Cを満たす．
(T1) 正の実数D1とD2が存在して，任意の n ∈ dom(P )と任意のA ∈ Pnに対して，

D1 ≤ δ(A)/sn ≤ D2が成り立つ．
(T2) 正の実数Eが存在して，任意のn ∈ dom(P )と任意のA ∈ Pnに対して，点pA ∈ A

が存在して，U(pA, Esm) ⊂ Aを満たす．
(U) (X,P )のタイルからなる列{Ai}i∈Nに対して部分列{Aϕ(i)}i∈Nと (X,P )のタイル

Tが存在して，δ(Aϕ(i))
−1Aϕ(i)は δ(T )−1TにGromov–Hausdorff位相で収束する．

主定理を述べるために，筆者 [3]が導入した擬錐の概念を用いる．距離空間Xの部分
集合列{Ai}i∈Nに対して，距離空間Pが{Ai}i∈Nで近似されるXの擬錐であるとは，正
の実数列 {ui}i∈Nが存在して，i → ∞のときuiAiが P にGromov–Hausdorff位相で収
束するときにいう．距離空間Xに対して，PC(X)でXの擬錐全体からなるクラスを表
し，KPC(X)でXのコンパクト集合列で近似される擬錐全体からなるクラスを表す．
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タイリング空間 (X,P )の部分距離空間Fに対して，TPC(F )で (X,P )のタイルの列
{Ti}i∈Nを用いて{Ti ∩ F}i∈Nと表される集合列で近似される擬錐全体のクラスを表す．
また，Aを (X,P )のタイルとするとき，FがタイルAに対する漸近的Steinhaus性質を
満たすとは，Aの有限部分集合Sと正の実数 ϵに対して，Fの有限部分集合Tが存在し，
dGH(T, δS) ≤ δϵを満たすときにいう．ここでdGHはGromov–Hausdorff距離を表す．
次の定理がFraser–Yuの特徴付け定理のタイリング空間に対する一般化である．

定理 1 ([4]). (X,P )を二倍性質を満たす (N, s)-タイリング空間とする．このときXの
任意の部分距離空間Fに対して以下の五つの条件は同値である：
(1) dimA F = dimAX．
(2) (X,P )のタイルAが存在して，A ∈ PC(F )である．
(3) (X,P )のタイルAが存在して，A ∈ TPC(F )である．
(4) (X,P )のタイルAが存在して，A ∈ KPC(F )である．
(5) (X,P )のタイルAが存在して，FはAに対する漸近的Steinhaus性質をもつ．

また筆者 [4]は，多くの相似距離空間がタイリング空間になることも示した．完備距
離空間Xと正の実数Lについて，f : X → XがXのL-相似変換であるとは，任意の
x, y ∈ XについてdX(f(x), f(y)) = LdX(x, y)であるときにいう．自然数N ∈ N≥2と実
数 s ∈ (0, 1)に対して，N個のXの s-相似変換からなる関数族SをX上の (N, s)-相似
反復関数系と呼ぶ．以下では，S = {Si}N−1

i=0 と置く．完備距離空間Xの空でない部分
距離空間FがSのアトラクターであるとは，Fがコンパクトであり，F =

∪N−1
i=0 Si(F )

を満たすときにいう．以下では，SのアトラクターをASと書く．実際，Xの完備性か
ら，Sのアトラクターは常に唯一つ存在する．また，Sが従順開集合条件を満たすとは，
Xの開集合V が存在して次の三つの条件を満たすことである．(O1)

∪N−1
i=0 Si(V ) ⊂ V．

(O2) {Si(V )}N−1
i=0 は互いに交わらない．(O3) V ∩AS ̸= ∅．次に，Wを{0, . . . , N − 1}

から生成された語全体の集合とする．各語w = w0 · · ·wlに対して，Sw = Swl
◦ · · · ◦Sw0

と書く．ただし各wiは{0, . . . , N − 1}に属している．写像PS : N → cov(AS)を

(PS)n = {Sw(AS) | w ∈ W かつ |w| = n }, (1)

と定義する．ここで |w|は語wの長さである．

定理 2 ([4]). 完備距離空間上の (N, s)-相似反復関数系Sは従順開集合条件を満たすと
する．このときSのアトラクターASと式 (1) で定義した写像PSの組 (AS , PS)は (N, s)-

タイリング空間である．

この定理から，三進Cantor集合や，Sierpińskiのガスケットなどのフラクタル集合
がタイリング空間の構造を持つことがわかる．
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